Chapitre VI
SINGULARITE, EXTREMALITE ET BIFURCATION, OU,

LES ATTRIBUTS DE LA STABILITE

VI. 1 La singularité et I'extrémalité

Dans un monde & la Parménitien perpétuel changement, 'immobile est
singulier. Cependant, comme chaque fois dans nestanes intellectuelles,
I'étude statique précede I'étude dynamique parae apiqui est fixe, étant plus
longtemps visible, s'impregne en premier et avesrs ple force dans nos esprits.
Le concept de singularité a été élaboré par rééérarune vision figée du monde.
Ce n’est que plus tard gu'’il a pris sa place daresperception plus compléte de
notre univers, ou les transformations, les changé&rsont incessants. Dans cette
perspective dynamique, les singularités sont amsaraomme les lieux
particuliers ou peuvent se produire des transfaomatparfois importantes, voire
radicales, appeléddfurcationspar les mathématiciens.

Singularité, extrémalité et bifurcation sont traistions que l'on peut
considérer comme inséparables. Je ne m’attardexsj @ans ce texte, sur
I'extrémalité, mais porterai par contre une pluangie attention aux conceptions
dynamiques liees a la notion de singularité, car pdénomeénes les plus
intéressants, les plus significatifs de notre uisis®nt les phénomeénes de genese
et de fin des chosegdneratio et corruptip qui relevent typiqguement des
théories de la bifurcation. Celles portant surtfémalité et la singularité en sont

les prémisses.

14 Néologisme que jai introduit dans les Noticed’dMS en 1968.
15 « Car tout, de méme que la pensée, trouve eneouts, le mélange de ses organes errants .... »
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Il est impossible de retracer en quelques ligrastbire de la théorie des
singularités. Une citation donnée plus avant der®ide Fermat (1601-1665)
révele que ce grand mathématicien avait bien camfuine des propriétés
importante de la singularité, donnée de manierdicitgp dans le titre de ce
paragraphe. Sur un plan plus technique, on peuterinde dater le début de
cette théorie par un travail de Poisson publié&¥61sur les solutions singuliéres
des équations différentielles, bientbt suivi, erl4,8par une publication de
Cauchy sur lesntégrales singulieresLa notion de singularité apparait plus
généralement dans I'étude des fonctions analytiquese sont illustrés Bernhard
Riemann (1826-1866), Karl Weierstrass (1815-18%igtor Puiseux (1820-
1883). On peut considérer que le travail de Puiskug850 marque le véritable
début de la géométrie algébrique : I'étude desusanieés en reste I'objectif
essentiel. Quelques-uns des résultats, nombre rEpEs (comme par exemple
celui de généricité), nombre de méthodes utilisregéomeétrie algébrique ont
joué, par analogie et transfert, un role décisiisdBétudes des singularités des
applications différentiables. Hassler Whitney (19®B9), Marston Morse
(1892-1977), René Thom et Vladimir Arnold sont [@sncipaux fondateurs,

constructeurs et développeurs de cette dernieogi¢hé

Comme l'avait noté Poincaré rejoignant ici Parrdénil'instabilité est la
regle. Les positions d’équilibre des objets sont pembreuses, elles forment des
ensembles que I'on qualifie parfois de maigresggasinguliers. Le point le plus
bas d'une cuvette, le sommet d’'une montagne (giréamiere figure), l'aréte
reliant deux sommets sont des points ou forme dssmbles de points dits
singuliers Les mathématiciens ont une définition précistadengularité ; ils ont
démontré un théoreme (Sard) qui en établi la ra€#é singularités apparaissent
de maniére naturelle dans la théorie des systéenyeanidques. On peut
représenter les trajectoires de ces systemes adiem@nsions sur des surfaces,

représentations qui permettent de visualiser aiséias trajectoires singulieres,
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comme par exemple les tores de dimension nullegdeds), ou de dimension 1
comme les trajectoires périodiques (courbes cim@dau cycles) isolées au sein

d’ensembles de trajectoires qui ne sont pas pépiedi

Singularités de Morse, « rondes », « doduesdouges », non dégénérées

singularités « pointues », « acérées »

Figure 1

Ce qui détermine la singularité est un ensembleppriétés plutot
exceptionnelles elles induisent laareté rareté qui peut attirer l'attention, et
contribuer a déterminer la valeur ; les singularpéuvent étre précieuses. Deux
exemples simples illustreront ces faits. Considémame des singularités dans
le monde des objets, les bijoux, des pieces souweqties, et plus généralement
les ceuvres d’art, se monnayent au prix fort, euigcgnt la célébrité. Toute
personne douée de talents particuliers, quels qientsles domaines ou ils
s’exercent, acquiert souvent une aisance finaneasgsertie d’'une renommée qui
peut la placer sur un piédestal. Si la richesse faoriser une stabilité spatio-
temporelle locale, la renommeée en est une expressiopeut atteindre une toute
autre ampleur dans le cadre du phénoméne humain.

De facon générale, par la géométrie qui lui esi@és en son voisinage, la
singularité joue, autour d’elle, un role actif dentre organisateyrtant sur le
plan structurel que sur le plan fonctionnel, asgtopar le fait que les potentialités

de transformation locale y sont de maniére natugils élevées qu’en des points
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réguliers. Les centres organisateurs qui appardigseembryologie et dans les
systemes en développement rentrent parfaitemestaaoadre conceptuel.

Voici encore deux exemples simples a partir desgoelpourrait examiner
plus en détail les différentes facettes de ce fdddepremier est emprunté a la
biologie au sens large, puisqu’il concerne l'atéwentre autre visuelle que nous
déployons au cours d’un processus de reconnaisdasdermes.

C’est par ses éléments saillants que nous premoefet conscience de la
forme d'un objet, plongé dans I'espace qui constitarriere-plan, un fond
d’apparence uniforme. Ces éléments saillants ehladrord ou se produisent des
ruptures de gradients lumineux, et plus spécialémerte bord, les lieux ou ces
ruptures de gradient sont maximales, et ou la foatheméme possede des
singularités plus ou moins anguleuses. L'ceil patcrapidement et a plusieurs
reprises ces ensembles de singularités dont leghages plus ou moins étendus
forment des cartes locales : leur assemblage, itdégration débouche sur la
définition de la forme de l'objet. C'est égalemesn ces singularités que
s’élabore la perception, I'élaboration des courbloeales qui contribuent a cette
définition. Le trajet oculaire peut alors étre éesgmté par un ensemble de points
(les points singuliers) reliés par des arétes @oast le 1-squelette de I'objet
[16].

Le second exemple est emprunté a I'étude des mimgibke sociales. Dans
la mesure ou elles ont pour signification des pmsstlocalement ou globalement
dominantes, les singularités incarnées peuvent av®@ vertu organisatrice et
dynamique en ce sens qu'elles ont tendance a susaittour d'elles des
évolutions et des comportements divers, impliqyantois des compétitions, des
rivalités, conduisant a I'obtention de ces posgiobe chef, le président, est la
personne singuliere du groupe, de la société, goidonne et ordonne, donne
I'impulsion.

Observons sur une montagne, une singularité ququeateprésentée par

un sommet arrondi ; en son voisinage, la formeadmdntagne ne subit pas de
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changement brutal, et un alpiniste qui s’y déplaeeourt point le danger d’'une
chute mortelle. Une maniére de stabilité est assagiune telle morphologie, qui,
par ailleurs, peut trés bien représenter la répartidu pouvoir au sein des
différents constituants d’une sociéte.

A I'opposé, au voisinage d’'un pic acéré, la forneelal montagne connait
des variations brutales : 'alpiniste qui atteietpgic domine pleinement certes le
paysage qui I'entoure, sur lequel il a une maguadique ; mais sa position y est
fort instable, et il est partagé entre les impmsside plénitude et de fragilité. Ce
pic correspond a une singularité que je qualifsevalontiers de « dictatoriale » :
le type de montagne correspondant est une bonnésepation de la répartition
du pouvoir au sein d'une société dotée d’'un régimenéme nom. Je ne suis pas
sar que les dictateurs, grisés par leur pouvo&pmuvent pas également avec
autant de force le sentiment de leur précaritémiden d’entre eux ont eu la

crainte d’étre empoisonnés !

Ces exemples empruntés au quotidien témoigneniedures étroit entre
singularité et extrémalité. Il est d’ailleurs ins@u sein méme de la définition
adoptée ici de la singularité, en tant que reptésen d’une ou d’'un ensemble

de situations exceptionnelles.

Du point de vue historique, on rencontrera, dangréehain chapitre, la
maniere dont Platon exprimait I'extrémalité. Il sans nul doute bien des textes
d’historiens traitant, a travers celle de l'optiitégl de cette notion, et cela de
maniere de plus détaillée quoique implicite. Cepand la perspective
synthétique qui en a été donnée autrefois dansgdrhple encore assez fraiche

pour qu’on puisse en reprendre I'essentiel pouqut@ous concerne, ici.
La notion d’extrémalité a été plus rapide a se géggue la notion de stabilité.

La stabilité n'est percue que par opposition a imséabilité. Or, toute la philosophie

socioreligieuse, mis a part quelgues exceptions samdemain, concevait le monde
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comme immuable, et pesait avec assez de poidesesprits pour freiner la perception
du transitoire, de l'instable. Par contre, I'extadité est inscrite dans la Nature, dans le
physique comme dans le social. Elle s’est d’aborahifestée comme une regle
d’économie avec Fontenelle dans &onretien sur la Pluralité des Mondesvant lui et
plus profondément avec Fermat; daBe Maximis et Minimis ce célebre
mathématicien démontre proprement la loi optique isi= n sin r: « Notre
démonstration s’appuie sur le seul postulat quealaire opéere par les moyens et les
voies les plus faciles et les plus aisées. Cat @i@si que nous croyons qu’il doit étre
énoncé et non pas, comme on fait d’ordinaire, esardi que la nature opere par les
voies les plus courtes ». Cette conception philbgpge remonte en fait a une
interprétation erronée d’'une maxime d’Occam : st vain de faire plus ce qui peut
étre fait avec moins ». Elle est a l'origine d’'urdgle d’action connue sous le nom de

« Rasoir d'Occam » : utilisez I'hypothése la plime.

On retrouve I'extrémalité en mécanique avec leqgipm de moindre action, en
électromagnétisme et dans tous les domaines gats/@ar des champs de potentiel :
les états d’équilibre stable sont atteints lordggepotentiels sont a leur minima. Elle se
manifeste en chimie avec les régles de Le Chatefikr loi du minimum de Leibig, en
thermodynamique ou tout systéme tend vers un égmitrdpie maximale, et ou le
principe de Gibbs-Delbruck-Moliére joue un roleesggel, dans la vie économique ou
I'entrepreneur vise a maximiser son profit, le @mmateur & minimiser sa dépense.
Elle existe en sociologie ou, pour attirer I'attent exercer le pouvoir, certaines
personnes, certains partis politiques, prennenidsigions extrémes, ou occupent des
situations singuliéres. On la rencontre en psyafielmu souvent I'hnomme affiche des

attitudes, des ambitions excessives qui le singealat.

Puisque les mathématiques sont d’abord des mogdélssou moins fins de
représentation de notre environnement, il est ehtle se heurter a chaque pas a la
notion d’extrémalité. Et les résultats obtenus @#gtd’autant plus marquants que cette
notion a été utilisée consciemment.

Il'y eut le cinquiéme livre d’Apollonius ou il « prse des propositions relatives
aux longueurs maxima et minima », et, avant [lRappus et les Anciens » qui savaient
déja que «les maxima et les minima sont uniguesinguliers » observe Fermat.

Fermat a joué un role important dans la créatiotiaslyse par ses travaux « Sur les
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solutions des problemes de géométrie par les cesule® plus simples », car |l
« remarque que, dans certains cas, les questionsagena et de minima peuvent se
résoudre plus élégamment et peut-étre plus géaquétrient, au moyen de la
construction d’'une tangente. » Or, la pente dadgénte en un point a une courbe n’est
autre que la dérivée en ce point a I'équation @fdind la courbe.

L’extrémalité est a la base de tous les problenmstichisation qu’on retrouve
en physique et en mécanique avec les problémes paséde calcul des variations et la
recherche des géodésiques, en économique avemldemes posés par la recherche
des minimax. Elle a méme laissé son nom a un th@oréonnu sous le nom de
« principe du maximum ». ...

Bien souvent, la pensée obéit a I'extrémalité dgoriainconsciente. C’est
presque d'un mouvement naturel qu’elle a cherchdéfinir le nombre minimal
d’éléments qui engendrent un objet structuré doriaénotion de base [par exemple]
[nombre minimal de générateurs] n’a pas eu decdit# a s'imposer. ...[ La] méthode
axiomatique est inhérente a I'esprit humain et lgyégalement] I'extrémalité qui la
gouverne [ : la pratique de cette méthode met & eh avant le plus petit nombre de

données possibles faisant I'objet d’'un consendudort on élabore les conséquences].

L’extrémalité se découvre encore quand le mathé&mati recherche des
propriétés « denses », « génériques », qui org ceilité remarquable d’'étre presque
partout vraies. Elles occupent donc la position hiérangitp plus élevée dans 'ordre

de I'étendue de vérité des propriétés définiesiaurertain espace topologique ... .

VI. 2 La bifurcation et la restructuration

maximas mutationes faepe quidem tam brevi fierpteis momento, ut fenfibus nullo plane modo
percipi possunt, determinandas tamen effe ad singuhcta, tum ut motus animo recte percipiatur, guia
exinde varia deduci poffunt Theoremata.

Daniel BERNOULLI (5], p. 6)

VI.2.1Ll'idée de bifurcation
La notion de bifurcation est une des plus récemtéi®ns dégageées par les

mathématiciens et dont la signification est des phiéressantes. Nous allons
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voir queles lieux de bifurcation sont des ensembles siaggikt donc rares, en
lesquels le milieu, déstructuré par rapport a sessims, est donc chargé de
potentialités de développement, et par lesquelsrdasition entre structures
différentes s’accomplit en général de maniere exénéent rapide.

C’est en somme ce gu’avait compris Daniel Bernaul1738, I'étonnante

citation donnée en exergue a cet paragraphe enggeno

L’exemple le plus simple qu'on puisse donner d’umiircation reléve
encore de l'observation des paysages montagnandsis voyons d'abord
I'alpiniste grimper pour atteindre un sommet, densuite il redescend : il était
sur une pente ascendante, le voici maintenantasypehte descendante, et ce
changement, cette bifurcation dans la nature deefde, changement essentiel,
survient en ce seul point singulier qu’est le somrNetre alpiniste, vo(té, sac a
dos plein, avancait a pas lent, soufflait, trare@p# grosses gouttes, et voici que,
soudain, son pas devient alerte, sa marche joyeasafurcation physique de la
géographie a ici pour corollaire la bifurcation pinjogique et psychologique de
I'état de notre alpiniste.

Plus généralement, la bifurcation décrit un chareggrmmmeédiat de forme,
d’état ou de comportement entrainé par la variatierparametres distincts des
variables d'état. Nouveauté de la forme, de I'é@t, comportement: la
bifurcation mathématique est un outil permettantdmprendre la genese et la

fin des choses.

Les approches de la stabilité faites par Lagrasigeaplace se réferent a
cet outil. Nous avons vu gu’ils considerent touaxdene ellipse un peu épaissie
dont ils étudient la stabilité (cf la figure 2)e: grand axe étant paralléle au sol sur
lequel elle est posée, elle est stable ; lorsqléoretourne de maniére que ce
grand axe soit maintenant perpendiculaire au solpasition est instable. On

pourra comparer, de facon plaisante, la premiéreede situations avec celle
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d’'une premiere personne se prélassant dans I'halibegée sur le ventre, et la
seconde avec celle d'un seconde personne, en sonarehant sur la téte. Si
0 désigne I'angle du grand axe avec le sol, la vanatle a 0 a 90 degrés de ce
parameétre angulaire fait passer de I'état de #&akdl I'état contraire : il y a
bifurcation, un terme qui apparait dans la langamdaise en 1560 a propos
d’anatomie, mais que nos auteurs n’emploient pesren

On peut donner une autre présentation de cet dgemppeu plus précise,
en faisant apparaitre ce qu’'on peut appeler icpdgametres de forma etb de

I'ellipse. L’équation qui la définit s’écrit :
ax? + by =1

Les parametres de forme de l'ellipse sont des nesipositifs. On peut les
représenter par un point du premier quadrant dlan, p étant placé en abscisse,

b en ordonnée — on peut aussi introduire un parandetforme réduit,

et examiner la forme de l'ellipse quahgarcourt 'ensemble des nombres réels,

on peut également remplacer les ellipses par desngles.

Forme de l'ellipse
quanda>b

Forme de
I'ellipse
quanda<b

Traiectoire de )

> a
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Figure 2

La figure ci-dessus fait voir lforme de l'ellipse selon qua est supérieur ou
inférieur ab. Le lieu des points ou se produit I'égalité desapatresf(= 1) est
la bissectrice du quadrant : I'ellipse est alorscarcle, une forme singuliere rare
dans l'univers infini des formes elliptiques, forrparfaite au sens de Platon,
caractérisée par I'équilibre, I'égalité entre uargl axe et un petit axe. Ce lieu
gue nous venons de rencontrer ediele singuliet le lieu critique 'ensemble de
bifurcation, dont 'aire a une mesure nulle, alors que lessailes domaines ou les

valeurs des parametres sont inégales sont de mefnore.

P
2 P3

./, Trajectoire de R)

P.

> a

Figure 3

Si le point représentatif de la formet)P£ ( a(t), b(t) ) se déplace dans le
plan, sa trajectoire/ n'aura pas en général de segment commun avecule lie
singulier, et le coupera en des points bien diinsont représentés, dans la
figure ci-dessus, deux tels points distinciseP B en lesquels la trajectoire est
transverse au lieu de bifurcation, ainsi qu'un p&au voisinage duquel il n'y a
plus transversalité, la trajectoire et le lieu simy ayant une petite partie
commune. La traversée de ce lieu s’accompagneraatfangement de forme qui
peut étre soudain, important, brutal. Et si de ,plus1 des parameétres devenait

négatif, alors I'ellipse muterait en une hyperbaoilee vraie métamorphose.
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Une durée, aussi faible soit-elle, est nécespaive que s’accomplisse une
transformation structurelle compliquée. Dans ces leatrajectoire représentative
de I'évolution vient longer le lieu de bifurcatiomeut lui étre tangent, se fondre

un moment en lui : la transversalité géométriqaeéfate alors.

Un exemple physique qui étend le cas de l'ellipse nous venons de
rencontrer a été donné en 1834 par Gustav Jac8bé{1851), dans son étude,
déja entreprise par Newton, de la forme d’'une mdéssde incompressible en
rotation, maintenue en équilibre par le seul jes flmrces gravitationnelles
internes. Jacobi trouve que, pour les valeurs syn@s a une valeur critique t

d’'un paramétre de forme t défini comme le rapport

Energie cinétique de rotation
Energie potentielle de rotation

la forme de la masse fluide est celle d’'un elligsd trois axes inégaux.

L’introduction du terme bifurcation, a travers lexpressions qu'il
emploie, « bifurcation de voies », «points de faftion », « bifurcations
d’intégrales », « lieux de bifurcation », semblgemir a Joseph Boussinesq. En
1878, celui-ci publie un mémoire sur Gonciliation du véritable déterminisme
mécanique avec l'existence de la vie et de la tébenorale[9] ; en 1879, Il
commente ce mémoire dans une publication intiti@tmle sur divers points de

la Philosophie des Sciencg9].

Que présentent de particulier, pour le mécaniciéongtre, ces curieux
systemes matériels qu’'on appelle des organismesta\? Si la vie, a ses divers états,
est la manifestation d’un principe directeur spé&izomme I'affirme le bon sens et
comme l'admettent Berzélius, Claude Bernard, Caduretc, comment ce principe
directeur peut-il présider a la formation des omgaet influer sur leurs mouvements
sans créer ni détruire aucune énergie, sans @isptdme d’aucune force proprement

dite, mécanique, physique ou chimique, évaluablpads ou par son travail, comme

18 Un des lecteurs précédents du texte que j'ai &e &5 mains avait souligné « principe directguécial ».
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'ont conclu de leurs expériences les plus grandhiysiplogistes et chimistes
contemporains ? Telle est la question abordée dangmoire de 1878. J'y en indique,
et en développe pour les cas les plus simplesigignsolution, constituée par des
bifurcations de voies, c’est-a-dire par la multji® des intégrales qu’admettent dans
des circonstances singulieres, a partir d'un mén éitial, les équations

différentielles du mouvement de certains systematenels. En effet, ...

Selon Boussinesq, la Nature, sans que nous pusssiritablement
dire par quels truchements, selon un principe kéeelle, déterminerait le choix

de la trajectoire que suivra le systeme.

C’est, sous l'influence de Thomson et Tait, en eapnt ce probléme de
Newton-Jacobi dans son article paru en 1886 I'équilibre d’'une masse fluide
animée d’'un mouvement de rotatigue le terme « bifurcation » apparait pour la
premiere fois sous la plume de Poincaré ; il @ifidus précisément I'expression
« forme de bifurcatior :

Il pourra d'ailleurs arriver gu’'une méme forme didipre appartienne a la fois
a deux ou plusieurs séries linéaires. Nous dirdoss aque c’est undorme de

bifurcation.

Il n’est pas impossible qu’un exemple donné pan&aé dans cette étude
ait conduit Thom sur la voie de la définition duplbdéement universel de sept
polyndmes particuliers. Poincaré dit avoir été uaficé par I'observation du
réseau ferré, Thom reprendra le méme récit ; stnfas interdit de penser que
Boussinesq, qui voyageait assez souvent entre EilldParis, ait également
emprunté la terminologie au langage ferroviairejuet Poincaré se soit souvenu
des écrits de Boussinesq. Le traitement par Pandarla bifurcation est bien
différent de celui de Boussinesq: comme le monteux exemples fort
simples, la bifurcation est I'effet de lIégeres nficdiions contrdlées des données

locales qui dirigent le devenir des systemes.
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Le développement de la radioélectricité a travarsnise au point des
oscillateurs, tant dans ses aspects techniqueshgeeiques, va permettre de
mettre en lumiére le réle joué par les phénomemrebiftircation. Ont déja été
mentionnés les travaux de la grande école russeprémiere extension a la
biomédecine des travaux entrepris sur les osailtat&lectroniques push-pull
sera faite par Van der Pol [48][49] : ses équatim$oscillateur et du battement
cardiaque feront I'objet de trés nombreux étudesi@teloppements (Elie et
Henri Cartan (1904-), Alfred-Marie Liénard (1869589).

On y rencontre un phénomeéne de bifurcation déjétdear Poincare, mais
qui sera explicité de maniere analytique par Ebdrkiopf (1902-1983) [25], et
dont la technique basée encore sur la linéarisatoa largement reprise par la
suite.

La notion de point singulier s’étend de maniéreuredle en celle d'un
ensemble de points invariants au cours du tempgJet’on appelle parfois un
attracteur.ll représente en quelque sorte la finalité d'unelwion. Par exemple
une trajectoire est un ensemble globalement invariBévolué de tout point de
I'ensemble est encore un point de I'ensemble. Galurest pas forcément un
attracteur. Il faut en plus pour cela qu'au voigmale cette trajectoire viennent
mourir d’autres trajectoires. Le phénoméne de biftion de Poincaré-Hopf est
simplement le déploiement d’'un point singulier adtant (tore de dimension
nulle) en une trajectoire attractante fermée sla-rmEme, un cycle attractant
(tore de dimension 1).
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Figure 3 : Bifuriat de Poincaré-Hopf
La bille rouge tombe au fond de la coupelle, qui est déformée au cours de la bétion
éventuellement en rotation autour de son axe tout en continuant son mouvement de imiat

Au moment de la bifurcation, se produit un phénoengrathématique sur

la signification duquel on n’a pas assez prétanttie.

VI.2.2 Déstructuration et restructuration

Les phénomenes de dédifférenciation-différenamasiont bien connus des
embryologistes, ceux de destructuration-restrutitmasont fréquemment évo-
gués par les économistes (Karl Marx (1818-1883an€wis Perroux (1903-
1987)), par les historiens (Arnold J. Toynbee (:8895)), voire par les artistes
(René Huyghe (1906-1997) a propos de Picasso (1883)). Du point de vue
conceptuel, I'étude de tous ces phénomenes reeleettiéorie de la bifurcation.

Il arrive en effet également que, pour des valesirggulieres des
parametres qui les définissent, des objets mathguest en évolution présentent
des formestransitoires de déstructuration, de dégénéresceriCes objets
connaissent alors une modification de leur struetunterne.

Ces dégenérescences correspondent a des situgiloysques tres

naturelles dans la mesure ou la structure d’unt sigesaurait étre modifiée sans
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passer au préalable par une phase au cours ddldacgtte structure puisse étre
partiellement déstabilisée, voire dissoute.

Une telle phase ne peut étre que transitoird,algiet perd des qualités de
stabilité immédiate, et pourrait disparaitre a tpttarder dans un état de
faiblesse apparente.

Il acquiert par contre des potentialités suppléaiegs dans le sens
suivant : au moment ou est franchi le lieu de b#ition, une ou des variablgs
autrefois pertinentes deviennent momentanément tesjebu, a un moindre
degré, tout en restant présentes, perdent ce esrade variable essentielle.
Lorsqu’elles deviennent muettes, les coefficients lgs affectent prennent la
valeur nulle. On peut dire qu’elles sont en quelqeerte supprimées par
annihilation. Elles ne pesent pendant un instaamticin poids sur la structure de
'objet. Elles n’en restent pas moins potentiellamgrésentes, et peuvent
resurgir, retrouver un rdle structurel nouveau asin sd’'une architecture
différente, au cours de bifurcations ultérieures. @@ut méme envisager des
situations ou des variables potentiellement présedés I'origine n’aient jamais
été exprimées avant l'apparition de bifurcationsidges par d'autres
transformations internes et/ou par des évolutiors pdramétres exogenes.
Trivialement par exemple, la fonction

g(x1, X2 ) =axy
devient, lorsqué quitte la valeur nulle,
g%z, X2 ) =ax; +b %.
Sans aller jusqu’a I'annihilation, la perte de pemce advient également lorsque
la variable perd de son caractére d’indépendarnicegewent vassale d’autres
variables ; la liaison est linéaire dans les caglas simples. Dans ces cas, il y a

perte de la richesse structurelle.
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Cet exemple classique d’une situation fort simplestre bien I'essentiel

de ce propos. On considere une évolution d'un ebkeeme propriétéy; ; la

vitesse d’évolution(:j—i/ de ces propriétés est supposée connue

dy _
D=F
at &a)

ou a est un parametre. Une technigue générale d’étosiste a linéariser F, de

sorte qu’en premiére approximation, les vitesseduént selon la loi linéaire :

dy _
& M(a) y.

On se place dans le cas ou I'ensemble de propregéseduit a deux
éléments y; évalue par exemple le degré de liberté d’exprassiomesure le
degré de satisfaction matérielle,aeévalue le degré de rigidité de la sociéte :

est positif dans une société rigide, il est négddihs une société souple. On

% = M(a) = El ?fM '

Selon le signe da, aux solutions de cette équation sont associégs de

suppose que :

trajectoires ayant les formes suivantes :

a<o a=0 a>0

M(a) est somme d’'une matricg M(a) est simplement M(a) est somme d’'une matricg
de rotation et d'une matrice une matrice de rotation de rotation et d'une matrice
d’homothétie négative d’homothétie positive

Figure 4
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Le vecteur vitesse en un point est somme d’'un uectdesse « circulaire » et
d’'un vecteur vitesse « radiale » qui rameae<(0) le mobile vers l'origine, ou
I'en éloigne & > 0). Le lieu de bifurcation se réduit ici a I'gime de la droite
réeelle.

Dans tous les cas, I'entité considérée connaitmodification locale de
ses degrés de libertés, de sa capacité apparenitomdbmie vis-a-vis de son
environnement. De faitelle acquiert, au moment de la bifurcation, des

potentialités plus élevées, rejoignant un étatadipotence primordial

Si, durant la phase de stabilisation, un agentriexte ou endogene, péese
davantage que les autres sur I'évolution du syst@ekeagent pourra conduire
rapidement cette évolution vers l'apparition d’umee nouvelle morphologie
associée a une structure différente, plus stabieuxmadaptée aux conditions
nouvelles de I'environnement, et mathématiquemeptésentée par un nouvel
attracteur du systeme. Il semble que la plupart rdésanismes épigénétiques
locaux s’inserent dans ce schéma conceptuel général

On devine ici gu’hormis les cas simples de la pdyesj la considération de
I'énergie est une donnée insuffisante pour étébldevenir d’'un objet complexe
comme un étre biologique. L’évaluation de ses deglé stabilité et de
potentialités selon les parametres et les conémiah présence sont sans doute
guelgues-unes des données qui pourraient perntedivancer dans la prévision

des lendemains.

VI.2.3La rupture de symétrie en tant que bifurcation

La présence de symétries est un indicateur d’unliléigu des jeux de
forces internes et externes qui affectent un obhgs. symétries se structurent en
groupes, et le groupe des symétries d’'un objadeguelque maniére associé a la

stabilité de I'objet, et & 'ensemble de ses p&tps.
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Se présentant, parfois, sous I'apparence&fauts,comme il arrive dans
les cristaux liquides, c’est en des singularitédamment celles associés aux
groupes de transformations dépendant de parametrgspparaissent les
bifurcations de I'état de la matiere, les modificas dans les morphologies, les
ruptures de symétrie, les dégénérescences dasgdesses de valeurs propres. A
partir de ces singularités, qu’elles soient isoléasbien rassemblées en lieux
critiques et de bifurcation, peuvent se produire thangements dans les
propriétés des groupes de symétrie, des déploisndmtces groupes, ou, au
contraire, leur contraction en certains de leutssgroupes.

En physique, les plus connues de ces brisures rdétsg sont celles de
Goldstone qui accompagnent de la naissance decydegide masse nulle, et
celles de Higgs qui, au contraire, donnent naissang particules massivés

Si, @ un moment donné, advient une restructuratiom objet, il est
nécessaire, pour qu’il ne perde pas son identité,dgs €léments fondamentaux
de structure soient conservés, ainsi, par conséquere quelques-uns des
éléments de symétrie de la structure antérieurs. ékEments encore présents
doivent encore former un groupe qui reflete I'étppd du nouvel objet. Ce
groupe H est contenu dans le groupe initial G, en formesaus-groupe. On
dispose ainsi, associés aux différents états fessites objets, de chaifitde
sous-groupes, 01 ... O H;, O ... O G, 0 désignant le sous-groupe restreint a
I'élément neutre. La mort étant considérée commeaitiaation hélas la plus
stable, on considérera, ici, que la réduction d'&léts de symétrie accroit les

potentialités de stabilité de I'objet.

17 On trouvera dans les textes de Witten par exentiplelyse de plusieurs comportements de bifurcatiome
non bifurcation dans les domaines de la physigéertue. (Edward WITTENDynamics of quantun filed theory
(Lecture 1 : Symmetry Breakimp. 1121-1146Lecture 2 : Gauge Symmetry Beaking and More drared
Behaviour pp. 1147-1157) iQuantum Fields and Strings : a course for mathecmaais Pierre Deligne, Pavel
Etingof, Daniel S. Freed, Lisa C. Jeffrey, DavidzKdan, John W. Morgan, David R. Morrison, Edwardt&vi
eds, vol.2, Am. Math . Soc., Providence R.I., 1999)

18 En physique des particules, plus précisémentaibmppel & la suite : U(1) x SU(2) x SU@)SU(5) 0 SO(10)0 E(6) O
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VI.2.4Sur I'inventaire et I'emploi des formes de bifuioat

Les phénomenes de bifurcation présentés dans demgnaphes
précédents sont parmi les plus élémentaires. Htexien des variantes et des
raffinements dans les mécanismes qui se metteqiag®. || peut arriver par
exemple qu’une bifurcation apparaisse alors quex dsgles parcourus a des
vitesses différentes se rapprochent: un phénordenturbulence local prend
d’abord naissance lorsque est franchi un certaiit de proximité entre les deux
cycles ; selon les cas, un des cycles, ou les deemyent tres rapidement
s’évanouir.

Il est de nombreuses situations pratigues ou I'@ut pse contenter
d’examiner la maniére dont varient les proprigtéependant de variables d’état
X, en fonction des seules perturbations d’un ensedblearametres :

y =f(x, .
On a alors été amené a envisager, selon les moahitesn ceuvres, différents
types de bifurcation que I'on peut qualifier detigtzes : bifurcation simple, avec
uni- ou multi- imperfection, séquentielle, équizente (Louis Michel, Martin
Golubitski). On peut inclure ces différents typessain de I'étude plus large des
bifurcations dans les systemes dynamiques. Cegcatfans sont tellement
nombreuses et variées, qu'il n'est pas possible @®blir une classification
relativement élémentaire. De nouvelles formes @&erides de bifurcation
apparaissent au fur et a mesure que sont enriolasnment dans leur dimension
les modeles mathématiques. Cette diversité reffetechesse des morphologies
naturelles, est en conformité avec la mise en écel@e bifurcations dans tous

les ordres de la nature.

Il semble gu'’il y ait cependant quelques formesbdurcation archétypes,
plus fondamentales que d’autres. Une des premistesans doute la bifurcation

par explosion que I'on voit parfois dans les feutartifice : un point singulier
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isolé se déploie de maniere uniforme en trajedodl@ns toutes les directions :
« De I'un jaillit le multiple » disait déja Empédec

Cependant trés rapidement, sous l'influence peat-de la fleche du
temps, de la chiralité inhérente a la nature, cggdtoires s’infléchissent : le
dessin qui s'impose alors montrant la morphologid’ehsemble des trajectoires
est celui associé a la bifurcation de Poincaré-Hblgf le retrouve-t-on pas si
freguemment dans les dessins d’enfants, dans éesirgs et dans les motifs de

décoration les plus anciennement connus ?

Eléments de poterie archaique
(image trouvée sur la toile)

Il est une autre bifurcation, encore plus éléniemtajue les deux
précédentes. Il s’agit de la bifurcation simpleocag® aux deux formes de la
fourche et représentée sur la figure 1 : du paimgudier donné, ne partent que
deux voies. Cette figure symbolise a mes yeux ligoité profonde qui
impregne le monde, ce meélange d’amour et de hdmapuffrances et de joies,
de laideur et de beauté, souvent tous issus d’u@memsource, les bonnes
intentions qui peuvent paver I'enfer, les erreaes maux affaiblis dont I'analyse

peut étre source de progres.

54



Dans les modéles relevant de la théorie des oapasts’, déja évoquée
dans le précédent chapitre (8 11.3.3), on utilsebifurcation simple et celle de
systémes gradients, aussi bien en physique (opbiguia réussite est parfaite,
mécanique, transitions de phase, hydrodynamiqueégndoiologie (entre autres,
embryologie, radiologie, fibrinolyse, membranesluaires), que dans I'étude
des comportements sociaux et individuels (compatesn bi-modaux,
empreinte, accoutumance versus désaccoutumanceendppage, deécision et
comportements du marché), qu’en linguistique (diassion des verbes,
ambiguité). Bien sar, la bifurcation est présergesdes domaines innombrables
ou apparaissent des seuils de tolérance, des esgimuntales, des morphologies et

des comportements nouveaux.

En conclusion de ce paragraphe 111.3, Jempruntaréa publication [13]

cette considération sur le devenir en biologie :

La soudaineté de [l'apparition d'espéces animatistées de dispositifs
physiologiques apparemment entierement inconnugujakrs, I'absence [parfois]
totale de formes transitoires, I'étrangeté des meétphoses, sont quelques-uns des
problemes que les théories classiques de I'évolutestent incapables d’expliquer.
L'ouvrage de Denton sur ce sujet fait de maniénearguable le point sur les questions
a résoudre — encore qu’il exprime parfois des opisitrop tranchées pour étre
entierement exactes et qui faussent le débat, coosfies-ci : « La biologie entiére
d'un organisme, l'ensemble de ses traits anatorsiqgent fondamentalement
réductrices a ses protéines constitutives » ! Qu’'aghitecture dynamique de I'étre
vivant ?

La théorie des systémes dynamiques offre un débuatelligence de ces
phénomenes d’évolution, au moins sur le plan degipes directeurs.

En premier lieu, il est clair, au moins pour uombre croissant de chercheurs,
gu’'une vue locale des mécanismes physiologiquepeammet en aucune fagon de
comprendre leur genese, ni méme parfois leur fonogément, d’ou certaines erreurs et

aberrations médicales douloureuses... L’étre vivahtuae totalité qui évolue au sein

9 Le terme de « catastrophe » a été proposé pastQpiner Zeeman (1925-) et adopté par Thom.
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d’'une totalité plus vaste. L’ensemble forme un émorsysteme dynamique dont les
attracteurs symbolisent la nature et le comporténdes états des constituants des
objets, et qui sait conserver une mémoire du passél’influence sur le présent n'est

pas assez prise en compte.

Les interrelations introduisent des couplageseere# qui peut parfois étre considéré
localement comme des variables d’état et des parasnde bifurcation. Le phénomene
de la pléiotropie, un traumatisme effectué sur enega des conséquences sur des
parties de I'étre vivant qui paraissent indépengardu gene touché, constitue un
preuve supplémentaire de I'existence de cet ensalanterrelations. L’évolution des
parametres de bifurcation guide partiellement aunmaelle des variables d’état.
Lorsque des bifurcations se produisent, d’énornaass l’attracteurs peuvent soudain
s’effondrer, entrainant de multiples restructuraiotant sur le plan morphologique,
gue physiologique et fonctionnel. Comme on l'ases périodes de restructurations ont
un caractere transitoire trés marqué. La métamaemplest typique a cet égard. Ces
lignes avaient déja été écrites avant que je tomurecelles-ci, de Dentéh: « Le
premier stade de la métamorphose, qui succedeerapiit a la formation de la
chrysalide, équivaut pratiguement a la dissolutierious les systémes organiques de la
larve, en une véritable soupe de cellules et dmugifragmentés. Cette phase de
dissolution est rapidement suivie par une phasasdiablage durant laquelle les
systemes organiques — musculaires, nerveux ettidgges de I'insecte adulte sont
élaboreés a partir de cellules embryonnaires spciab

Les structures intermédiaires, peu stables, agnfialités élevées comme nous
'avons vu, ne pouvaient guere, la plupart du tengisser de trace significative. Pour
résister aux épreuves de la variation possible idieur(températures, pressions, degrés
hygrométriques), a celles des cataclysmes natweile des simples intempéries, aux
dangers et aux coups des prédateurs multiplesjnimom de stabilité est évidemment
nécessaire. Un méme phylum peut, quand certaineditmms sont réunies, bifurquer
en plusieurs embranchements, dont les caractéaglmptation a I'environnement, les
réalisations fonctionnelles internes (par exemplecémposition de I'hémoglobine)
peuvent étre radicalement différentes. Sur le pianceptuel, il n’y rien, la, de

surprenant.

20 \. DENTON, Evolution, une théorie en criseondres, Paris, 1988
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L’évolution écologique de notre planete suscienhbdes craintes. Je les partage
certes, mais de maniere ambigué, je les obsereiatérét : il pourrait en résulter, en
peu de temps, au moins quelques bouleversementandgshologies sociales et
économiques. Si nous n’avions ni imprimerie, nmfilni cassette diverse, I'histoire
future n’aurait jamais eu acces a la connaissaétallée de cette période. L’évolution
de la composition de notre atmosphére aura ésdtldd deux centaines d’années. Peut-
étre en résultera-t-il des effets biologiques. Naolg&/ons pas les moyens, au moins
aujourd’hui, de connaitre ni méme de déceler, hbangement d’environnement
accompli pendant 200 ans, des centaines de miltl@mneées en arriere. Il est possible
donc que la reconstitution des transformations, dams le passé, ont affecté le monde
vivant, soit une utopie. Cette difficulté n’affecen rien la validité du schéma
conceptuel offert par la théorie. Je parie mémeimyour viendra ou ’lhomme sera
capable de le mettre en ceuvre, dans le domaina de,l sur le plan expérimental.
Souhaitons, sans hélas beaucoup d'illusion, guitgour le bien de ce qui sera alors

le vivant?!

2L On sait que, dans trois & quatre milliards d’asp&évolution de I'étoile solaire finira par brilé terre. Le
phénoméne humain doit donc se transformer en pdefons’il veut acquérir quelque pérennité. Toufedlution
des connaissances et des techniques (s'évadel’éspace, se réduire a quelques molécules peubdensEiux
effets des rayons cosmiques, acquérir un statuttuel/» et abstrait) vise a lui permettre d'atthim a cette
pérennité.
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